
 

 

SZÉCHENYI ISTVÁN ALKALMAZOTT MECHANIKA 

EGYETEM TANSZÉK 

 

14. MECHANIKA-SZILÁRDSÁGTAN  GYAKORLAT 
(kidolgozta: Tarnai Gábor mérnöktanár.) 

 

14.1. Statikailag határozatlan tartó igénybevételeinek meghatározása: (Castigliano tétel) 

 

AxF

AyF

ByF
CyF

F
y

xA C

l l l

B

l

 

Adott: 

2 ml  ,  

32 kNF  , 
450 000 mmzI  , 

5

2

N
2,1 10

mm
E   . 

 

Statikai ismeretlenek: 
AxF , AyF , ByF , CyF . Statikai egyenletek száma: 3 db. 

A tartó statikailag egyszeresen határozatlan. 

 

Feladat: Határozza meg a tartó támasztó erőrendszerét! 

 

Megoldás: 

a) Statikailag határozottá tétel: 

'
AxF

F
y

xA C

l l l

B

l

1 kNCF 
y

xA C

l l l

B

l'
AyF

'
ByF

"
AxF

"
ByF

 
támasztó erőrendszer: 

'0 2 3a ByM lF lF    

 ' 3

2
ByF F   

'0 2b AyM lF lF     

 ' 1

2
AyF F    

'0 0x AxF F    

"0 2 4a By CM lF l F     

 " 2 2By CF F kN      

"0 2 2b Ay CM lF lF     

 " 1Ay CF F kN    

"0 0x AxF F    

 

igénybevételi ábrák: 

F
x

 0 kNT

Fl

x

 0 kNmM

F

1

2
F

x
 1t

l

x

 mm

1

1

2
F

1

2
Fl

1

1 1

l
2l

1

2
Fl

3

2
l
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b) Kinematikai előírás: 0cv   (Castigliano-tétel) 

0c

Cy

U
v

F


 


,  
 

 

2

0

4

1

2

Cy

zl

M F m
U dx

I E


  , (a nyírási energiát elhanyagoljuk) 

 
    

2

0 0

4 4 4

1 1
c Cy Cy

Cy z zl l l

U
v M F m m dx M m dx F m dx

F I E I E

 
     
   

     
0

2Cy

M m dx
F

m dx
  




 

 Integrálok kiszámítása: 

 

 

         

 

0

4

3 3 3

2 3
0 0 4 2 2 4 0 ( )

6 2 6 2 2

1 8 5 13
0 4 0 0 0 0

6 2 6 6 6

l

l Fl l Fl
M m dx l Fl l Fl l l l

l l l l
l l F F F

       
                    

       

  
                

  


 

 

       
3

2 2 2 22

4

2 2 32
0 4 2 2 4 0

6 6 6
l

l l l
m dx l l l l             

     

  

3

0

32

13
136

32 32

6

Cy

l
FM m dx

F F
lm dx


       




  

13
32 13 kN

32
CyF    . 

c) A hiányzó támasztó erők meghatározása 

AxF

AyF

ByF
CyF

F
y

xA C

l l l

B

l

3 kN

xA CB

4 m

22 kN

32 kN

13 kN

2 m 2 m

19
x

 kNT

x

 kNmhM

19

3 3
13 13

26

12

K 

 

0 0x AxF F   . 

0 2 3 4a By CyM lF lF lF     

 
3 4

22 kN
2

y

By

CF F
F


    . 

0 2 2b Ay CyM lF lF lF      

 
2

3 kN
2

Cy

Ay

F F
F

 
     . 

d) Veszélyes keresztmetszet: K 
 

19
yK

T kN   , 26
hzK

M kNm   . 





S

0yT 

0zM 

y

z

K 
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14.1./b Ugyanezen feladat másik megoldása (Castigliano tétel) 

AxF

AyF

ByF
CyF

F
y

xA C

l l l

B

l

 

 

2 ml  ,  

32 kNF  , 
450 000 mmzI  , 

52,1 10 MPaE   . 

 

Megoldás: 

a) Statikailag határozottá tétel más módon: 

'
AxF

F
y

xA C

l l l

B

l

1 kNBF y

xA C

l l l

B

l'
AyF

'
CyF

"
AxF

"
CyF

x
 0 kNT

x

 0 kNmM

1

4
F x

Bt

x

Bm

3

4
F

1
1

2


2

l l

''
AyF

1

4
F

3

4
F

1

2

1

2

1

2


2

l

3

4

l

4

l

I.

I. II. III.

II. III.

3

4

l

1

4
Fl

2

4
Fl

3

4
Fl

5

8
Fl

3

8
Fl

 
 

b) Kinematikai előírás: 0Bv   (Castigliano-tétel) 

0B

By

U
v

F


 


 
 

 

2

0

4

1

2

By B

zl

M F m
U dx

I E


   

0

2

B

By

B

M m dx
F

m dx
  




 

 

 

0

4

3

2 2 2 5 3 3
0 0 4 4

6 4 2 4 6 4 8 4 4 2

3 3 22
4 0 0

6 4 2 8 4 24

B

l

l Fl l Fl l Fl Fl Fl l
M m dx l l l

l Fl l Fl l l
F

            
                        

            

    
           

    


 

 

2 2 3
2 2 2 2 2

4

2 2 4
0 4 4 0

6 2 6 2 3
B

l

l l l l l
m dx l l

      
            

         
  

 

3

0

32

22
2224

4 32

3

B

By

B

l
FM m dx

F F
lm dx



      



  

22
32 22 kN

32
ByF    . 

Az eredmény  22 kNByF   , természetesen megegyezik az előző megoldással. 
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14.2. Statikailag határozott tartó lehajlása, keresztmetszet szögelfordulása (Castigliano tétel) 

 

 

y

q

l

A

AyF

AxF

AM

B x

 
 

Adott: , , , zl q E I . 

Feladat:  

a) A rúd B  jelű keresztmetszeténél 

az S pont y irányú 
Bv  

elmozdulásának kiszámítása. 

b) A rúd B  jelű keresztmetszetének 

z tengely körüli 
Bz  szög-

elfordulásának kiszámítása. 

Megoldás: 

a) A rúd B  jelű keresztmetszeténél az S pont (a középvonal B pontja) y irányú 
Bv  

elmozdulásának kiszámítása. Castigliano-tétel alkalmazása: 
HU U  

Az igénybevételek: 0y y By vT T F t  , és 0hz hz By vM M F m  . 

 

 

 

 
   

2

0

0 0

0 00

1 1

2
By By

By

hz By v

B hz By v v hz v

By By z z zl l lF FF

M F mU
v dx M F m m dx M m dx

F F I E I E I E
 

           
      

    

Az eredeti terhelés igénybevételi ábrái: Az 1ByF N  igénybevételi ábrái: 

2

8

ql

qF ql

AF ql

ql

AM

2

2

ql

2

2
A

ql
M

y

q

A B

0yT

0hzM

x

x

x
 

1 NByF

l

1 N

l

1 1

l

A B

y

vt

vm

x

x

x

 

 A B rúdvég elmozdulás kiszámítása:  
 

0

1
B hz v

z l

v M m dx
I E

   

 

 
2 2 4

0

3
4 0 0

6 2 8 2 8
hz v

l

l ql ql l ql
M m dx l

  
          

  
  

4

8
B

z

ql
v

I E
   ; 
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b) A rúd B  jelű keresztmetszetének x tengely körüli B
 szög-elfordulásának kiszámítása. 

Castigliano-tétel alkalmazása: 
HU U  

Az igénybevételek: 0y y By vT T F t  , és 
0hz hz Bz vM M M m  . 

 

 

 

 
   

2

0

0
0

0 0

0

2

1 1

Bz

Bz

Bz

hz Bz

B

Bz Bz zlM
M

hz Bz v hz

z zl l
M

M M mU
dx

M M I E

M M m m dx M m dx
I E I E



 








      
  
 

 
   

  



 

 

Az eredeti terhelés igénybevételi ábrái: Az 1BzM Nm  igénybevételi ábrái: 

2

8

ql

qF ql

AF ql

ql

AM

2

2

ql

2

2
A

ql
M

y

q

A B

0yT

0hzM

x

x

x
 

1 NmBzM

1

1
1

1 1

1 Nm
y

A B

t

m

x

x

x

 

 A B rúdvég elmozdulás kiszámítása:  
 

0

1
Bz hz

z l

M m dx
I E

    

 

   
2 2 3

0 1 4 1 0
6 2 8 6

hz

l

l ql ql ql
M m dx

 
        

 
  

3

6
Bz

z

ql

I E
   . 
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14.3. Rúdszerkezet lehajlása, szögelfordulása: (megoldás Castigliano tétellel) 

 

 

 

y

x

l

BA

0M
C

 
 

Adott: 

1,2 ml  ,  

0 3,1kNmM  , 
450 000 mmzI  , 

5

2

N
2,1 10

mm
E   . 

 

Feladat:  

a) A rúd C  jelű keresztmetszeténél az S pont y irányú 
Cv  elmozdulásának kiszámítása. 

b) A rúd B  jelű keresztmetszetének z tengely körüli 
Bz  szög-elfordulásának kiszámítása. 

Megoldás: 

a) A rúd C  jelű keresztmetszeténél az S pont y irányú 
Cv  elmozdulásának kiszámítása. 

Castigliano-tétel alkalmazása: 
HU U  

Az igénybevételek: 0y y Cy vT T F t  , és 0hz hz Cy vM M F m  . 

 

 

 

 
   

2

0

0 0

0 00

1 1

2
Cy

CyCy

hz Cy v

C hz Cy v v hz v

Cy Cy z z zl l lF FF

M F mU
v dx M F m m dx M m dx

F F I E I E I E
 

    
      

       
    

Az eredeti terhelés igénybevételi ábrái: Az 1CyF kN  igénybevételi ábrái: 

x

0yT

0hzM

y

x

l

BA

0M

l

0M
C

0M

l


x

0M

0M

l


0M

0M

l

 

t

m

0,5

y

x

1,2m

BA

0,5kN

C

0,5kN

1CyF kN

x

x

/ 4 0,3l 

0,5

0,5 0,5

 

 A C keresztmetszet elmozdulás kiszámítása:  
 

0

1
C hz v

z l

v M m dx
I E

   

 

0 0 0 0
0

32 20 4 4 0
6 4 8 2 4 6 2 4 4 8

hz v

l

l l
M M M Ml l l l

M m dx
   

         
   

  
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2

0 0 0 0 03

12 8 8 12 8 8 16

l M l M l l M l M l M l   
           

 

 
 

2
6 32

0

4 5

3,1 10 1,2 101 1
26,57

16 5 10 2,1 10 16
C

z

M l
v mm

I E

  
   

  
 

A C keresztmetszet CyF irányába mozdul el, vagyis fölfelé. 

 

b) A rúd B  jelű keresztmetszetének z tengely körüli 
Bz  szög-elfordulásának kiszámítása. 

Castigliano-tétel alkalmazása: 
HU U  

Az igénybevételek: y BzT M t , és hz BzM M m . 

 

 

 

 
     

0

0

0

2

2 20
0

2

1 1

Bz

Bz

Bx

Bz

Bz

Bz Bz zlM M
M M

Bz

z z zl l l
M M

M mU
dx

M M I E

M
M m m dx M m dx m dx

I E I E I E



   








 
     

  
 

   
       

      



  

 

Az 1BzM kNm  igénybevételi ábrái: 

t

m

y

x

l

BA
C

1

l

1kNm

x

x

1

1

l

1

l

1

l

1kNm

 

 A B rúdvég szögelfordulás kiszámítása:  
 

20
Bz

z l

M
m dx

I E
     

 

 
2

22 1 2
0 4 1

6 2 6 3
l

l l l
m dx

  
         

   


6
0 00

4 5

3,1 10 1200 0,118
0,118 180 6,76

3 5 10 2,1 10 3
Bz Bz

z

M l
rad

I E
 



 
          

   
 

A B keresztmetszet az óramutató járásával megegyező irányában (
0M irány) mozdul el.  
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14.4. Statikailag határozatlan tartó igénybevételeinek meghatározása: (Castigliano tétel) 

 

Fy

x
A C

a b

b

B

 

Adott: 2 ma  , 1mb  , 440000 mmzI  , 

25000 mmA , 45 kNF  , 52 10 MPaE   . 

Feladat: 

Határozza meg a tartó támasztó erőrendszerét! 

Statikai ismeretlenek: 
AxF , AyF , ByF , ByF . Statikai egyenletek száma: 3 db. 

Megoldás: 

a) Statikailag határozottá tétel: 

F

y

x

a b

CM bF
bF

a b
bF

a b

F

 

y

x

a b

1 kN 1 kNBF 

 

0 ( )a C ByM M a b F     

 By

bF
F

a b
  


,  Ay

bF
F
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